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La formule de Riemann-Roch, la conjecture de
Kashiwara-Vergne, le dessin industriel,..., et moi
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J’aime les formules A = B

J’ai choisi ici de parler de trois formules :
• La formule de Riemann-Roch Hirzebruch.
• La conjecture de Kashiwara-Vergne.
• La formule d’inversion de Schoenberg, et le dessin industriel.
Dans ces formules, la fonction

sin(θ)
θ

joue un grand rôle.
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3 formules qui relient Algèbre et Géométrie
La formule de Riemann-Roch-Hirzebruch :

Conjecture de Kashiwara-Vergne :

Formule de Schoenberg pour l’interpolation :
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A quoi tu penses ?
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La fonction sin(θ)/θ = 1− 1
6θ

2 + 1
120θ

4 + · · ·
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La fonction sin(θ)/θ = 1− 1
6θ

2 + 1
120θ

4 + · · ·
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Et sa transformée de Fourier

sin(x)
x

=

∫ 1

−1
eixydy/2
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Première Partie

La formule de Riemann-Roch-Hirzebruch

Géométrie : variété complexe
Algèbre : anneau de cohomologie=anneau de polynomes tronqués.
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La formule de Riemann-Roch-Hirzebruch

La fonction
Â(x) =

x/2
sinh(x/2)

= ex/2 x
1− e−x

apparaı̂t pour la première fois dans ma vie en 1964 lors du premier
séminaire auquel je participe : le séminaire Chevalley sur le théorème
de Riemann-Roch-Hirzebruch.

Hirzebruch
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De quoi parle le théorème de Riemann-Roch

Soit k ≥ 0 un entier. Riemann cherchait à décrire l’espace
H0(C,O(k)) des fonctions f méromorphes sur une courbe complexe C
(c’est-à-dire une surface réelle) de genre g, partout définies, sauf
éventuellement en un point et ayant un pole d’ordre ≤ k en ce point.
De combien de constantes arbitraires dépendent-elles ?

Courbe complexe de genre 2

Exemple : w2 = z(z − 1)(z − 2)(z − 3)(z − 4)(z − 5)

10 / 52



Sphère de Riemann S : Courbe complexe de genre
zero

C’est la sphère toute simple. On l’appelle sphère de Riemann, lorsque
on pense à la sphère comme une variété complexe, avec une
coordonnée z (une seule variable complexe : deux variables réelles
x , y ).

On identifie S au plan complexe plus un point à l’infini.
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Sphère de Riemann S : classe fondamentale

On choisit c telle que ∫
S

c = 1.

En coordonnées z = x + iy ,

c =
1
π

dx ∧ dy
(1 + (x2 + y2))2 .

Une coordonnée complexe z
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Formule de Riemann-Roch

Riemann (1857) : C courbe de genre g

dim H0(C,O(k)) ≥ k + 1− g.

Roch (1865) trouve la correction à faire.
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Exemple (avec égalité) : la sphère de Riemann S

H0(S,O(k)) = Fonctions f (z) sur le plan complexe, bornées à l’infini,
et ayant en z = 0 un pôle d’ordre ≤ k .

H0(S,O(k)) = {1, 1
z
,

1
z2 , . . . ,

1
zk }.

dim H0(S,O(k)) = k + 1

En coordonnées homogènes z = z1/z2,

H0(S,O(k)) = z−k
1 (Czk

1 ⊕ Czk−1
1 z2 ⊕ · · · ⊕ Czk

2 )

= espace des polynômes en deux variables z1, z2 homogènes de
degré k .
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Neue Topologische Methoden. Hirzebruch 1953

Aucun progrès notable pendant 100 ans.
Progrès fulgurants au cours de l’année 1953
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Une formule extraordinaire à deviner.... et à prouver

Vn variété compacte complexe de dimension complexe n, W → Vn un
fibré vectoriel holomorphe,

χ(Vn,W ) =
n∑

i=0

(−1)i dim H i(Vn,O(W ))

=

∫
Vn

Chern(W )Todd(M).
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La formule de Riemann-Roch-Hirzebruch, telle que la
formule Hirzebruch
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Back to : la sphère de Riemann S

La classe fondamentale est c : on calcule dans l’anneau de
cohomologie R[c]/c2 = R⊕ Rc.

La classe de Todd Todd(S) du fibré tangent est
(

c
1−e−c

)2
≡ 1 + c.

Le caractère de Chern du fibré O(k) est ekc ≡ 1 + kc.
H1(S,O(k)) = 0.

dim H0(S,O(k))− dim H1(S,O(k)) =
∫

S
ekc
(

c
1− e−c

)2

=

∫
S
(1 + kc)(1 + c) =

∫
S

1 + (k + 1)c = k + 1.

Il est clair qu’on ne peut deviner la formule de Riemann-Roch
sur cet exemple

.
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L’étude de Pn(C) détermine la formule

L’espace H0(Pn(C),O(k)) est l’espace des fonctions polynomiales en
(n + 1) variables et homogènes de degré k :

dim = dim H0(Pn(C),O(k)) =
(k + 1)(k + 2) · · · (k + n)

n!
.

Les autres espaces de cohomologie sont nuls.
Si la formule de Riemann-Roch-Hirzebruch est vraie, dim doit être le

coefficient en xn dans ekx
(

x
(1−e−x )

)n+1
. En effet, si c ∈ H2(Pn(C)) est

telle que
∫

Pn(C) cn = 1, on doit avoir

dim =

∫
Pn(C)

ekc
(

c
1− e−c

)n+1

et on calcule modulo cn+1 = 0.
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Mon directeur de thèse, Chevalley, et moi

Il me dit
Si vous voulez faire des mathématiques, alors il faut que ce soit la
chose qui passe avant tout.
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Il neige à l’IHES

Il me dit aussi ” Grothendieck a trouvé une démonstration évidente
et beaucoup plus générale du théorème de Riemann-Roch. Allez
au séminaire Grothendieck”
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L’inaccessible paradis des mathématiques

1965 : Moi à gauche, derrière le mur, au séminaire Grothendieck.
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Je déteste les diagrammes commutatifs

La démonstration de Grothendieck du théorème de Riemann-Roch :
un diagramme commutatif.

Est-ce que je veux faire des mathématiques ?
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Je pars en Inde.

(je reviendrai dans un an)
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Obstination

vont jouer un role fondamental dans mes recherches :
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Deuxième Partie

La formule de Campbell-Haussdorff et la conjecture de
Kashiwara-Vergne

Géométrie : un espace ”classique” avec un groupe G de symmétrie
Algèbre : un espace quantique : représentations du groupe G.
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La mécanique quantique

Une rencontre décisive à mon retour, Monique Levy-Nahas, elle
m’explique le principe d’incertitude de Heisenberg, le modèle de Niels
Bohr de l’atome d’hydrogène, les représentations des groupes.

Les niveaux d’énergie de l’atome d’hydrogène sont discrets.
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Mécanique classique et mécanique quantique

Si M est une variété de Poisson, on considère son algèbre de
fonctions F . C’est une algèbre commutative de fonctions.
On pense (démontré en 1997 par Kontsevich) qu’il existe une algèbre
non commutative qui déforme cette algèbre de fonctions. Les fonctions
doivent être remplacées par des opérateurs (ou des matrices). Les
valeurs d’une fonction sont des nombres réels. Si la fonction engendre
un flot périodique, l’opérateur correspondant doit avoir des valeurs
propres entières : niveaux d’énergie discrets.
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Le plus célèbre exemple : les relations d’incertitude
PQ −QP = I

F = C(q,p) moment et position d’une particule. Fonctions sur R2.
Fdeformed = C(P,Q) avec PQ −QP = 1.

Une représentation de cette algèbre :

d
dx

x − x
d
dx

= I
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Algèbres de Lie

Dans le cas d’une algèbre de Lie g, deux algèbres :
1) L’algèbre des polynômes sur g∗

2) Une algèbre de polynômes non commutatifs.
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Exemple : Algèbre de Lie du groupe SO(3,R).

X1 =


0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 ,X2 =


0 0 0

0 0 1

0 −1 0

 ,X3 =


0 0 1

0 0 0

−1 0 0


On a

X1X2 − X2X1 = X3, X2X3 − X3X2 = X1, X3X1 − X1X3 = X2.

• F algèbre des polynômes en 3 variables (x1, x2, x3).
• Fdeformed algèbre des polynômes en 3 variables non commutatives
(X1,X2,X3) (avec
X1X2 − X2X1 = X3, X2X3 − X3X2 = X1, X3X1 − X1X3 = X2.)
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Représentations irréductibles du groupe SO(3,R)

Les représentations irréductibles sont paramétrées par les sphères de
rayon entier

Sk = {(x1, x2, x3); x2
1 + x2

2 + x2
3 = k2}
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Retour à la sphère de Riemann : Représentations du
groupe SO(3,R)

. Soit S = P1(C) la sphère de Riemann. Le groupe SL(2,C) est le
groupe de toutes les transformations holomorphes. On peut faire agir
un élément

g =

(
a11 a1,2
a2,1 a2,2

)
du groupe GL(2,C) par transformations homographiques z 7→ a11z+a12

a21z+a22
.

Application correspondante sur H0(P1(C),O(k)).

g ∗ f (z1, z2) = f (a11z1 + a12z2,a21z1 + a22z2).
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Trace

Soit

H =

(
iθ 0
0 −iθ

)
exp(H) =

(
eiθ 0
0 e−iθ

)
.

Matrice de l’action dans la base zk
1 , z

k−1
1 z2, . . . , zk

2 de
H0(P1(C),O(k)) :  e−ikθ 0 0 0 0

0 e−i(k−2)θ 0 0 0
0 0 · · · 0 0
0 0 0 ei(k−2)θ 0
0 0 0 0 eikθ



TrH0(P1(C),O(k))(exp(H)) = e−ikθ + e−i(k−2)θ + · · ·+ ei(k−2)θ + eikθ

=
sin((k + 1)θ)

sin(θ)
.

Pour θ tendant vers 0, tend vers k + 1.
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Mieux que Riemann-Roch : Formule de
Riemann-Roch équivariante

Soit Sk+1 = {y = (y1, y2, y3); y2
1 + y2

2 + y2
3 = (k + 1)2} la sphère de

Riemann, mais de rayon k + 1. On obtient alors, si

X =

(
ix1 x2 + ix3

−x2 + ix3 −ix1

)
, 〈y ,X 〉 = y1x1 + y2x2 + y3x3,

(k + 1)TrH0(P1(C),O(k))(exp(X )) =
1

4π

∫
y∈Sk+1

ei〈Y ,X〉 ‖X‖
sin(‖X‖)

dm(y),

‖X‖ =
√

x2
1 + x2

2 + x2
3 .

C’est la formule des caractères de Kirillov.

On ”voit” le caractère de Chern ei〈Y ,X〉 et la classe Â = ‖X‖
sin(‖X‖) .
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1977 : Le théorème de Duflo pour un groupe de Lie
quelconque

Duflo écrit sous son théorème : Il devrait y avoir une démonstration
algébrique de ce théorème, mais je n’en connais pas
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Exemple SO(3,R)

On considère l’algèbre Fdeformed des polynômes non commutatifs en
X1,X2,X3 (X1X2 −X2X1 = X3, X2X3 −X3X2 = X1, X3X1 −X1X3 = X2.)
Alors : la formule de Duflo dit que dans cette algèbre de polynômes
non commutatifs :

1
(2πt)3/2

∫
y∈R3

e−((y
2
1+y2

2+y2
3 )/2t)ey1X1+y2X2+y3X3

sh(‖Y‖/2)
‖Y‖/2

dy1dy2dy3

= et((X 2
1 +X 2

2 +X 2
3 )/2−1/4).

Démonstration ”directe” par Martin Anderegg (Mémoire Genève 2005).
Le problème :

ey1X1+y2X2+y3X3 6= ey1X1ey2X2ey3X3
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La conjecture de Kashiwara-Vergne :1978

Avec Kashiwara, nous proposons une conjecture algébrique sur eX eY

qui entraine en particulier le théorème de Duflo. Démontrée par
Alekseev-Torossian-Meinrenken (2005).
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Longtemps après : cette conjecture est-elle triviale ? ?

39 / 52



Troisième Partie

Fonctions polynomiales par morceaux

Géométrie : un dessin
Algèbre : une suite de nombres pour faire faire ce dessin par un
ordinateur.
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Formule de Riemann-Roch pour les splines et dessin
industriel

Une fonction spline : une fonction faite de morceaux polynomiaux qui
se raccordent . Importantes dans la modélisation des carosseries de
voiture, la typographie, etc...
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Les transformées de Fourier Bk(y) des fonctions
(sin(x/2)/x/2)k

Fonctions Bk (y) telles que

(sin(x/2)/x/2)k =

∫ ∞
−∞

Bk (y)eixydy

Ce sont les fonctions employées pour faire des dessins.
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Formule de Schoenberg

La fonction Bk (y) est de classe Ck−1.
Soit d = d

dy .

La fonction (
d/2

sinh(d/2)

)k

· Bk

s’annule sur tous les entiers λ sauf en λ = 0, où elle vaut 1
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Les fonctions Bk(y) et leurs dérivées par l’opérateur
de Todd
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Théorème de reconstruction

Si f (y) =
∑

λ cλBk(y − λ), alors cλ = (
(

d/2
sinh(d/2)

)k
f )(λ).

f plus haut est obtenue à partir de B4 par la combinaison des multiples
des translatées :

[1,4,4,1,1,1,1,2,0,3,0,1,1,1,1,1,1,0,4,3,2,1,2,1,2,1,1].
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Dernière partie
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Le théorème de Riemann-Roch, la mécanique
quantique, et le dessin industriel.

M variété symplectique compacte avec F : M → Rn. Si F est une
application moment pour un tore, alors la mesure image DH(F ) est
localement polynomiale et supportée sur un polytope convexe. C’est la
mesure de Duistermaat-Heckman.
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Exemple : M une variété de dimension réelle 12,
F : M → R2

Une fonction multispline de degré 4 en deux variables :

DH(y1, y2) :=Mesure de Duistermaat-Heckmann
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Quantization et reconstruction

Construire Q(M) une mesure sur un réseau qui prend des valeurs
entières sur le réseau et ressemble à la mesure de
Duistermaat-Heckman.

Théorème (Transformée de Fourier du théorème de
Riemann-Roch équivariant) : F : M → Rn, application moment. Il
existe un opérateur différentiel canonique Â(∂) tel que Â(∂)DH
prenne des valeurs entières sur Zn
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Transformée de Fourier du théorème de
Riemann-Roch équivariant

Exemple :
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Sous les questions, des questions
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